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摘要 : 利用 广义 条 件 对 称 , 考虑 非 线性 反应 扩散 方程 的 精确 解 , 对 应 于 不 同 的 参数 讨 
论 ， 得 到 相应 的 方程 及 其 允许 的 广义 条 件 对 称 ， 进 而 得 到 方程 的 精确 解 . 
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1 引言 
非 线 性 反应 扩散 方程 


ut = (D(u)uz)s + G(u)uz + H(u) (1) 


其 中 u= ult, r) 是 未 知 函 数 ,， D(u), Glu), H(u) 是 u 的 任意 光滑 函数 , D(u) 为 扩散 项 ，H(w) 
为 热源 项 ， 包 含 了 大 量 的 非 线 性 二 阶 方程 ， 而 这 些 方程 在 生物 、 和 种群、 物理 上 有 着 广泛 的 应 
JH, 例如 : Fisher, Murray, Fitzhugh-Nagumo 和 Newell-Whiteched 方程 等 等 H, 
其 中 ， 非 线性 反应 扩散 方程 最 简单 的 形式 多 孔 介 质 方程 


ut 一 CE 


主要 描述 了 具有 自由 边界 的 非 稳 态 土壤 水 流 问 题 PI. 而 Burgers 类 型 方程 也 正 是 一 类 特殊 的 反 
应 扩散 方程 . 对 于 这 些 特 殊 的 方程 ， 数 学 工作 者 们 已 经 给 出 了 很 多 非常 有 意义 的 结果 ， 大 量 的 
计算 方法 和 计算 技巧 也 同样 应 用 于 其 中 . 

X [3] F, AH Lie 对 称 和 Form-preserving 变换 研究 了 当 n 21, m 21 时 ,方程 


us = (D(u)us)s + G(u)u; + H(u) (2) 


解 . 对 于 反应 扩散 方程 wi = (A(u)us)s 十 B(u)juz， 人 们 也 利用 Lie 和 Q- 条 件 对 称 进 行 了 研 
4. 在 文 [5] 中 ， 给 出 了 热传导 方程 的 热 转 移 问 题 : wu = aut 十 bu? 十 ku?( 其 中 a,b, k 为 任 
常数 ) 的 行 波 解 . 屈 长 征 教授 最 近 几 年 在 这 方面 更 是 做 了 大 量 的 工作 671. 

本 文 将 对 方程 (1) 进行 研究 ， 非 线性 反应 扩散 方程 一 般 具 有 较 弱 的 Lie 对 称 群 ， 例 
W: Fisher 和 Fitzhugh-Nagumo 方程 . 而 广义 条 件 对 称 作为 求解 这 类 偏 微 分 方程 精确 解 的 有 
效 方法 ， 已 经 被 人 们 广泛 使 用 ， 它 最 早 由 Fushchych 和 Zhdanov 提出 ， 许 多 数学 家 又 对 其 作 
了 完善 ， 例 如 Fokas 和 Liu. 因此 ， 文 中 考虑 引入 广义 条 件 对 称 (GCS)l" 引 ， 以 希望 得 到 一 些 
新 结果 
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2 广义 条 件 对 称 
对 于 反应 扩散 方程 (1) wi = (D(u)u2); + G(u)u? + H(u), 考虑 其 形 如 
8 — uas — F(u)u — P(u)uz "1 — Q(u)yuz " 


的 广义 条 件 对 称 
命题 2.1 方程 (1) 允许 广义 条 件 对 称 (3) 当 且 仅 当 


oc'K-0 


其 中 “/” 表 示 Fréchet 导数 Ul. 由 方程 (4) 可 以 得 到 相应 的 决定 方程 : 
D" +nDF" + FG" 4- 3n(D' P + (2n + 32) D' F? + (n? + n?) DE? 十 
(n+ 3n?) DFF' — 0, 
G" + (An — m -- 2) PD" - n DP" 4- 3nD'P' + (mn -- 3n + 5n?) PFD' + 
3n? - n) PDF' + (n? + 2mn 一 xi d t (m — (GF) + mG'F + 
2n? + 2n? — mn -- nm?) PDF? + (m? — m)F?G — 0, 
n? — n) DQQ' + (n + 2n2)Q? D' - nQH' — HQ' + (n? + n9))Q? DF — 0, 


2m + 2m?)FGQ = 0, 

2 -- An)QD" + H" 4- nDQ" 4- 3nD'Q' — (FH) + (3n 4- 5n?)FD'Q 十 
n? — n)DFQ' + (3n? - n)QDF' + (n? + n?)2F? DQ = 0, 

mQ?G + mnQ? DP — m?Q?G — m?nQ? PD = 0, 


( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
(n? 


(mn + 2n? +n)? D' + (n -- m)PG' 4- (m — 1)GP' + (2mn — n 4- n?) DPP' + 


2m(m — 1)PGF + (2m?n — 2mn + n? + n?) P? DF — 0, 
m? PGQ + nm? P DQ — mPGQ — nmP? DQ = 0, 
m? P?G + m?nP? D — mP?G — nmP? D = 0 


3 器 函数 扩散 形式 


n+2mQG + (mn -- 2n + 4n?) PD'Q + (n - m)PH' — HP' + (n? — n)PDQ' + 
2mn +n 4- n?) DQP' + mGQ' — Q'G + (2nm? + 2mn + 2n? + 2n?) DPF Q + 


(4) 


其 中 u 满足 方程 (1), ac =0 Di(o)=0,i=1,2..., K(u) = (D(u)u?), + G(u)u?* + H (u), 


D(u) = ws 时 , 由 决定 方程 可 得 G(u) = ws — nCou — nCi, P(u) = Coul^5 十 Cs 一 


4， 五 (w) = — à, UR Q(u). H(u) 的 决定 方程 : 


(m—n)wQ 十 (m2C1 — nmC1)Q' + (n o = nmC»)uQ' is m ng + sCqu- 37H + 


(ms — ns)u* 1 Q + (nC5 — mC5)u! 5 H' + (nC — mCi)u* TR + (sC2 — C3)u 


(PCo 一 smnC» — nsC» + n?sC3)Q + snCi(n —1-— m)u 79-20 
nu*Q" + H" + (s -- 2sn)u*"1Q! + Ž u lH 一 P OH 
n 


(s? — s - ns? - ns)u$ ?Q = 0 


-sH ae 


(14) 


(15) 
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nQH' — Q'H + (n? — nu QQ + 上 TsQ@2us = 0 


(16) 


假设 Q(u) 和 Hu) 具有 如 下 形式 : Q(u) = uut, H(u) = au2, 由 决定 方程 (14)-(16) 可 


知 , B Za t s. 


当 6 = a 十 s 时 ， 需 要 分 下 列 三 种 情况 考虑 : (1sZzZ0Hszi1(2s-1,(3520. 


应 于 上 述 三 种 情况 ， 分 别 以 表格 的 形式 给 出 相应 的 结果 . 


R1 当 s 关 0 且 s 关 1 时 ， 相 应 的 方程 及 其 允许 的 GCS 


à "m GCS 
m=n Ut = NUSURT lus + sus lup + usum - 0 = Uzz + Sulu? + tupni 
TES 
ut = nu?u lus, psu? lul Hu uta O= us; + Su lul + lupo nl 
ut = nul uU lugg (1— n)u *ut*l4- O = Urr Tu lu? + lm 
ul-"um + agu aju^ul^" 
Ut = nul "ut lu, + (1— nju "^unrl— O = ugs + utu? — (Cu t+ 
nC,u?* — nOouu® + ul" um + azu Cou” — lum" — gnum 
m sn Ut = nuu lus, 十 su lut 十 usum O = Ugg Bu bui. FU tl 
aotQTS Wen 
Ut = nu uR lu, SU lub nCquuP- 一 Woz 十 2 — (Ciu s+ 
nCouu? + usu? Cou — tjun 
表 2 当 s=1 时 ， 相 应 的 方程 及 其 允许 的 GCS 
方 程 GCS 
m-—n Ut = nuu lus, runti-(1-mCai)juT- o= uzg — (C2 — l)um-nHl4 
azu tutu? 
Us = nuu lug, + URH + (1— nCjuut+ o= urs ttu tu- (Co— tjuet 
nog m 
mn Ut = nuu lus, + URTI + agu O = Urg luc 
Ut = NUUR us, + URTI 十 aoun O = ugs + luc 
u, = NUUR lus; HURT! -E(1—nCo)uuf— o= ugg — (Co — Jup rti 
anu ly Q2 —ajyul ^ 
Ut = nuu lug; + ut -F(1—nCo)uw" - o= ut iu l2 十 到 won 一 
ayu**l (C2 2 zumo en 
Ut = nuu Fuss + URTI 一 CT 一 F = as (& 十 2 l)um-ntl 
nC»uur + uug ly 12 


n—1 


m —mncl u = nuu% 


Ugg + URTI — nCqu?* + azu O = Ugg + ulu? — Cure 
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表 3 当 s=0 时 ， 相 应 的 方程 及 其 允许 的 GCS 
A 程 GCS 
m 一 ut = NURT luy, — mCiul" + UP + agu o= — (C1 一 EID m—nl 
mn ut = nut luge — NOIUT + ur 十 ao = —(C4— tjun mh Luo 
Ut = nut luge —nCouu? --(1-nCi)uf-- o — - (Cou + C — jup- rti 
ain au iE m 
Ut = NURT lugg — NCouu + (1— nCi)u* o= — (Cou + C1 一 iym m—nd 
Ut 一 nun lus 十 agu F = Us 
Ut = nut us; + (1 — nCi)uT + agu? 0 = uy; — (C1 — lm 
Wen 
m-—mn-1l u = nu lu, — nCsuw" + azu O = ugs — Couu "Tl 
n-l Ut = nun lus 十 aou 0 = Uzz 一 ajuul- n 
Ut = nu luge — Couu™ 一 (al 一 2a y O = Ugg — Couu P "11 — aruul" 


由 相应 的 方程 及 其 允许 的 GCS， 进 一 步 确定 参数 值 ， 求 得 相应 方程 的 精确 解 . 
结果 1 DFE u = us; + (1— C1)u2 -- a2, 允许 GCS: o = ure -(1— C1)u2 — a4. H GCS 


u(z,f) = — i-a In (£c Gi (0 sinas (Ci — 1))32) + folt) cos((a1(C1 — 1))32))?) 
进一步 可 得 fit) 和 folt) 满足 下 列 常 微分 方程 组 


| 
f (t) (a1 + a2)(C1 — 1) fa(t) 


得 其 精确 解 为 
u(x,t) = zln((A)2(ct exp(— 4? 一 a ^m )sin(Az) + c2 exp( 一 A2 一 和 45:2) cos(Az))? ) 
其 中 cl，co m 常数 . 
结果 2 方程 = ma luzz 十 (1 一 CT 二 DC 允许 GCS:o = Usa — (C; —l)u z— aul”. 
r= t= = A, 可 得 其 精确 解 为 ulz, t) = f (A* exp(4(z + AOM dz + falt), 其 中 fi(t) 
2(t) 为 t 的 任意 函数 . 
结果 3 方程 Ut = uw URT lugg — nu t lunt a2u, 允许 GCS: e = ugs 一 
“lu? + tus, 其 精确 解 为 ule, t) = c exp(ast — eo exp(2 ), 其 中 cl ，c2 为 任意 常数 . 
当 n=1, G(u)—u H(u) = azu 时 ， 该 方程 为 方程 (2 (2) 的 特殊 形式 . 
结果 4 方程 u = nuu lu -(1—nCi)ut*! + azu, 允许 GCS: e = ug, 十 aU Lu, — 
Ciu-lu2， 求 解 后 合并 常数 可 得 其 精确 解 为 ule, t) = Olexp (CH ny ) I n 其 
中 C 为 任意 常数 . 
令 eR 二 4， 可 将 解 表示 为 u(z,t) = C(exp( Atje) 4. 


4 指数 函数 扩散 形式 


假设 D(w) = e%"， 则 由 决定 方程 可 得 : P(u) = Coe *" + Ceu — g, G(u) = -nCiu + 
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e?! 一 nC2, F(u) 2 —2, DUX Q(u). H(u) 的 决定 方程 


n 


nQH' — Q'H + (n? — n)e*"QQ' + an? Qe =0, (17) 
(nC — mC3)e *" H' + (nC1 — mCi)ue ?" H' + (Z — D)H' + (n?C5 — nmC3)Q' + 


(n?C, — nmCj)uQ' + (m — ne Q' + (aC — C1)e H + aCque ** H + (n?aC5 一 
mnaC» — naC + nC1)Q + (n?aC, — mnaC, — noCi)uQ + (ma — no)e*"Q = 0, (18) 
H" + ne?" + H + (2an + a)e** Q + (o? + no?)e?"Q = 0. (19) 


求解 决定 方程 可 得 下 列 结果 


RA 当 Q(u)—0, H(u) = Cje^»- +C 时 ,相应 的 方程 及 其 允许 的 GCS 


方 Ju GCS 
— — ou, n—1l ou, n4-1 Qu, T - 2,2 1 
MESEN u--—me""u, Ugg H ACT Ug 十 e Uzt O = Uzr + nU, nUr 
au 
C4e » + C3 
mn ui —mnutlu-nCsu" + u^ + Cs + C4 O = us; — (C2 — jup "tl 
ut = net! u7 la, 十 Aentl 一 COonum— 0 = Ugg 十 Su? 一 (e^ C+ 
- 1, m—n44 
Cinuum + eom ug "Oh — zup "t 
ut = ne tun lugg + ae utl + eun + CO3 O= Ugre Sul + lum 
表 5 H(u) 满足 H(u)= —ne?"Q(u) 时 ， 相 应 的 方程 及 其 允许 的 GCS 
Jj 程 GCS 
Qu, ,n—1i 


ut = ne?" u^ 


Tri Qu, mM 
Cinuug + e? 


Ut = nut luge + (1 — Con)u? — nQ(u) 


ut 一 e?" (oun + nul lugs Tur nQ(u)) 


Uzz + oe unl 


同样 对 于 相应 的 参数 取信 


m 
— Canu^ — 


0 = Ugg — (Coe ?" + Ciue 9" — lyym-ntl 
Su 
O = ugs — (C9 — lup"! — Q(u)ul 


O = uus + Su? + lum — Q(u)ul^^ 


， 可 以 得 到 其 相应 方程 的 精确 解 . 


结果 5 方程 u = nu luge 一 nC2u2tl 十 wrtl, 允许 GCS: o = ug, — (C9 一 iy. 
其 精确 解 为 u(z,t) = -o In(exp( 7n! (s + Ca) (Con — 1)t)(eix 十 c2)), cl 和 co 为 任意 常 


数 . 


结果 6 方程 w= neà-n-ly, p (2— n)e(l7 un LOS, 允许 GCS: o= Ugg 十 2. 


其 精确 解 形式 为 ulz, t) = z 


方程 组 : 


ln 


Filte + fa(t)), 进一步 确定 fa(t) 和 fo(t), AWE PIS 


NC 
(fifa)! = 223 (25; fa + 2n! (n — 2)7^ f? fo) 
2— 


fa = 4 (C3 f2 


(n 


2) "a ff tan 9) fo) 
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结果 7 方程 Ut = neun luy, F ae “upt! teuz 允许 GCS: o = Uzz 十 Suz + tug. 


其 精确 解 为 u(z, t) 2 2n (evexp(-a2) — c2), 5 t 无 关 . 
5 结论 
本 文 利用 广义 条 件 对 称 研 究 非 线性 反应 扩散 方程 ， 并 相应 得 到 了 一 些 精 确 解 ， 对 于 


非 线 性 反应 扩散 方程 ， 同 样 可 以 考虑 其 数值 解 ， 例 如 : 在 文 [9] 中 ， 给 出 了 Murray 方 
T£ Ut = usq +H Aqua + Azu + Agu? 的 数值 解 . 
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Generalized conditional symmetry of 
convection-diffusion-reaction equation and exact solutions 
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Abstract: The exact solutions of reaction-diffusion-convection equations(RDC) are discussed, using second 
order generalized conditional symmetry. Through the generalized conditional symmetry, corresponding to the 
discussion of the parameters, equations and the generalized conditional symmetry are given. Then, the exact 
solutions are given. 
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